NEEUKLIDSKE GEOMETRIJE

Ostalo je zabiljezeno kako je veliki njemacki matemati¢ar K. F. Gauss negdje pocetkom dvadesetih godina
XIX. stolje¢a izveo neobican eksperiment - koriste¢i se teodolitom (instrumentom za mjerenje kutova)
izmjerio je kutove trokuta koji zatvaraju tri planinska vrha u sredisnjoj Njemackoj - Brocken, Hohehagen i
Inselberg i zatim provjerio koliko iznosi njihov zbroj. Rezultat toga mjerenja, odnosno zbroj izmjerenih
kutova iznosio je 179°59' 59,320". S obzirom da je odstupanje (0,680 lu¢nih sekundi) bilo manje od pogreske
mjerenja, Gauss je zakljucio da se tim eksperimentom ne moZe utvrditi odstupa li zbroj kutova u trokutu od
180° ili ne.

Sad ¢e se mozda netko zapitati - Zar zbroj kutova u trokutu ne mora uvijek biti 180° (kao $to smo to ucili u
Skoli)? Da bismo odgovorili na ovo pitanje, vratimo se jos§ viSe od dva tisuélje¢a unazad, na pocetak 3.
stoljeca prije nove ere, u vrijeme kad je joS jedan veliki matematiCar, aleksandrijski Grk po imenu Euklid
pisao svoje Elemente, knjigu koja je u idu¢ih 2000 godina, osim Sto je bila standardni udzbenik iz geometrije,
predstavljala primjer deduktivne metode u znanosti i uzor znanstvenog misljenja uopée. Euklid je, naime,
pod utjecajem starogrckih mislilaca (u prvom redu Platona i Aristotela), koji su prvi formulirali zakone
pravilnog misljenja (logiku), pokuSao skupiti sva dotada$nja saznanja o prostoru u sustav u kojemu bi se
vedina zakonitosti i spoznaja mogla izvesti logickim misljenjem iz relativno malog broja istina do kojih se
doslo promatranjem i pokusima.

Svoje djelo Euklid zapocinje nabrajanjem osnovnih ¢injenica koje se odnose na njegov sustav, podijeljenih na
definicije, aksiome i postulate. Neke od definicija koje daje Euklid - poput recimo one da je "tocka ono S$to
nema dijelova" ili da je "krivulja duZina bez Sirine" ne zvuce bas logicki korektno, no one nisu ni vazne jer se
u Elementima uopce i ne upotrebljavaju. Vazniji su aksiomi i postulati. Aksiomi su uglavnom razumljivi sami
po sebi, kao npr. onaj prvi koji kaze da "su oni koji su jednaki jednom te istom, jednaki i medusobno" ili
drugi koji kaze da ée "ako jednakima dodamo jednake, i dobivene cjeline biti jednake". Postulata ima pet i
oni su slijededi:

1. Od svake toc¢ke do svake druge tocke moze se povuci pravac.

2. Omeden dio pravca moze se neprekidno produziti po pravcu.

3. Iz svakog centra sa svakim otvorom (polumjerom) moZe se opisati kruZnica.

4. Svi su pravi kutovi medusobno jednaki.

5. Ako dva pravca presijecemo tre¢im pravcem i ako on s njima zatvara s jedne strane unutrasnje kutove ciji
je zbroj manji od dva prava, onda se ta dva pravca produZena u beskonacnost sijeku, i to upravo s te strane.
Nakon nabrajanje ovih osnovnih cinjenica Euklid svoje Elemente nastavlja teoremima koji se izvode iz
postulata i aksioma, odnosno popracuju dokazom.

Ako bolje razmotrimo navedene postulate odmah vidimo da su prva Cetiri prili¢no ocigledna i razumljiva. No
onaj peti bas i nije, njegova je formulacija relativno sloZena, tako da treba neSto vremena dok shvatimo "Sto
se to njime tvrdi", a i kad nam to uspije, njegova nam tvrdnja bas ne izgleda ocitom. Naime, ako spomenuta
dva pravca zatvaraju s treim unutra$nje kuteve Ciji se zbroj ne razlikuje mnogo od dva prava, onda tvrdnju
postulata ne moZemo tako lako provjeriti - tocka presjeka dvaju spomenutih pravaca nee recimo stati na nas
crteZ, pa je upitno da li uopée postoji. Cijeli je problem zapravo u tome Sto se u vezi s petim postulatom
pojavljuje pojam beskonacnoga.

Nije dakle ¢udno §to je joS u antickim vremenima peti Euklidov postulat privukao osobitu paznju
matematicara. Zeleéi da izgrade logi¢ki besprijekoran sustav geometrije, oni su pokusali naé¢i neku novu,
jednostavniju formulaciju petog postulata ili ga dokazati iz ostalih postulata i aksioma. No, svi su ti, inace
mnogobrojni, pokuSaji bili neuspjesni. Problemom petog postulata bavili su se najpoznatiji anticki
matematicari poput Arhimeda i Apolonija iz Perga, zatim su njihov rad nastavili oni arapski, pa matematicari
evropske renesanse. No rezultata nije bilo. Posebno su zanimljivi bili radovi talijanskog matematicara G. G.
Saccherija koji je poCetkom tridesetih godina 18. st. u svojoj raspravi "Euclides ab Omni Naevo Vindicatus"
("Euklid osloboden od svih greSaka") razvio geometrijski sustav razli¢it od Euklidova polazeci od tvrdnje
suprotne petom postulatu. PoSto je smatrao da je u tom sustavu pronasao proturjecnosti, bio je uvjeren da je
tako dokazao valjanost petog postulata. Medutim, te su se proturje¢nosti pokazale samo prividnim. Neki
zanimljivi radovi koji se odnose na problematiku "petog postulata” potjecu i od francuskog matematicara A.



M. Legendrea koji je djelovao nesto kasnije, ali niti njegov trud nije urodio uspjehom.

No svi ti napori nisu bili uzaludni. Na ovaj se nacin doslo do mnogih zanimljivih rezultata u geometriji, pa i
onih koji su omogudili kona¢no razrjeSenje problema "petog postulata". Tako je primjerice dokazano da je
tvrdnja petog Euklidova postulata ekvivalentna tvrdnji da je zbroj kutova u trokutu jednak 180°, odnosno
tvrdnji da postoji samo jedan pravac paralelan zadanom pravcu koji prolazi kroz neku zadanu tocku koja ne
pripada tome pravcu. I kona¢no se pocelo naslucivati da je korijen svim ranijim neuspjesima u tome S$to se
peti postulat uopée i ne mozZe uciniti "ofiglednim", odnosno dokazati sluZeci se ostalim postulatima i
aksiomima geometrije. A ako je tako, onda bi slijedilo da je mogu¢ i drugi geometrijski sustav u kojem bi se
umjesto petog postulata mogla uzeti njemu proturjecna tvrdnja.

Pri¢a o Gaussovom eksperimentu s pocetka teksta pokazuje da je ovaj veliki matematicar zasigurno doSao na
tu pomisao. No Gauss o ovoj temi nikada niSta nije napisao. Prvi koji je pokazao neproturjecnost
geometrijskog sustava u kojemu peti euklidov postulat ne vrijedi, bio je ruski matemati¢ar N. I. Lobacevski.
On je u svojim istrazivanjima najprije obradio onaj dio geometrije koji se moZe izvesti bez upotrebe petog
euklidovog postulata (kasnije nazvan apsolutnom geometrijom), a zatim dokazao da pretpostavka o tome da
je u ravnini kroz jednu tocku moguée povudi viSe pravaca koji ne presjecaju zadani pravac, nije proturjec¢na
apsolutnoj geometriji. Tako je pokazao da je peti postulat uistinu nezavisan od prva Cetiri i da je zaista
moguce razviti geometrijski sustav razli¢it od onog Euklidovog (euklidskog). Lobacevski je svoje otkrice
objavio godine 1826, a kasnije je s njime u vezi objavio niz opseZnih radova. Nesto kasnije, godine 1832.
pojavio se i rad madarskog matematicara J. Bolyaija koji je neovisno o Lobacevskom doSao do istih rezultata.
Geometrija koju su razvili Lobacevski i Bolyaji samo je jedan primjer neeuklidske geometrije koji se naziva
hiperbolickom geometrijom. U hiperbolickoj je geometriji dakle, kroz zadanu tocku moguée povudi
beskonacno mnogo pravaca koji ne sijeku neki zadani pravac (hiperparalele), a moZe se pokazati da je zbroj
kutova u trokutu manji od dva prava (180°).

Radovi osnivaca neeuklidske geometrije izazvali su veliku nevjericu u matemati¢kim, a i $irim krugovima,
no do sredine XIX st. istraZivanja drugih matematiCara pokazala su da je neeuklidska geometrija
Lobacevskog i Bolyaija jednako tako logicki besprijekorna i neproturjecna kao i ona euklidska, odnosno da
su ove dvije geometrije ekvikonzistentne (hiperbolicka geometrija logicki je konzistentna ukoliko je to i
euklidska geometrija, a vrijedi 1 obrnuto). Ovdje treba narocito istaknuti rad talijanskog matematicara E.
Beltramija koji je pokazao da hiperbolicka planimetrija moZe "realizirati" na plohi zvanoj pseudosfera (ploha
koja ima "konstantnu negativnu zakrivljenost" - nasuprot sferi koja ima "konstantnu pozitivnu zakrivljenost"
obrnuto proporcionalnu svome radijusu), kao i radove njemackog matematicara B. Riemanna koji je izgradio
jos§ jedan neeuklidski sustav (to¢nije niz neeuklidskih sustava), tzv. elipticku geometriju u kojoj, za razliku od
one hiperbolicke, ne postoje pravci koji se ne sijeku, a zbroj kutova u trokutu veéi je od dva prava (u
eliptickoj geometriji osim petog treba modificirati i drugi euklidov postulat). Riemann je osim toga uveo neke
posve nove geometrijske koncepte, kao Sto su pojam mnogostrukosti (odnosno "lokalnih koordinata"),
metrike prostora i njegove zakrivljenosti, koji su predstavljali pravu revoluciju u razvoju geometrije. Tako su,
za razliku od Lobacevskog i Bolyajija, koji su do neeuklidske geometrije dosli razmatranjem geometrijske
aksiomatike, Beltrami, a posebno Riemann otvorili put proucavanju neeuklidskih geometrija posredstvom
geometrijskih objekata definiranih pomocu koordinatnog sustava (koje moZemo shvatiti i kao "plohe" u
prostorima odredenih dimenzija).

Najjednostavniji model elipticke neeuklidske geometrije moZe se realizirati na sferi (povrSini kugle) radijusa
R. Zamislimo svijet (prostor) u kojemu osim ove sfere ne postoji niSta drugo (dakle ne postoje ni toc¢ke unutar
sfere ni one izvan nje, ve¢ jedino one na sferi tj. povrSini kugle). Taj dvodimenzionalni prostor mozemo
prispodobiti povrsini Zemlje koja je savrieno "izglatana". Sto bismo u takvom prostoru podrazumijevali pod
pojmom "pravca"? Logi¢no je "pravcem" podrazumijevati najkracu liniju koja povezuje sebi pripadne tocke
(odnosno smatrati ga odredenim ovim zahtjevom). No, u ovom slucaju pravac ocito ne moze biti onaj
"uobicajeni" pravac koji "probada" sferu kroz dvije zadane tocke, jer takav pravac uopce ne pripada prostoru
koji smo zamislili, osim u spomenute dvije tocke, ve¢ unutraSnjosti sfere i njezinoj vanjstini koje, kao Sto
smo rekli, ne postoje. Tako recimo pravcem koji povezuje dvije tocke na povrSini Zemlje obi¢no necemo
podrazumijevati onaj koji u prvoj tocki zalazi u podzemlje, da bi u zavr§noj ponovno izbio na njezinu
povrSinu, ve¢ ga smatramo odredenim najkrac¢om spojnicom tih dviju toaka duZ zemljine povrSine, a ova
nam se spojnica ¢ini "ravnom" (premda je "zakrivljena", ¢ak i onda kad joj je duljina sasvim mala - dakako u
idealiziranom slucaju), jer je radijus zakrivljenosti Zemlje za naSe pojmove jako velik - oko 6370 km.
Najkracéa spojnica (tzv. geodezik) dviju tocaka na sferi zapravo je segment jednog od "meridijana" te sfere -



kruznice maksimalnog radijusa jednakog radijusu sfere R, odredene srediStem sfere i tim dvjema zadanim
tockama. PoSto smo se dogovorili da takvu liniju nazivamo pravcem, ispada da se na sferi bilo koja dva
pravca sijeku jer ne postoje dva meridijana koja se ne sijeku (poSto su ravnine svih meridijana odredene
srediStem sfere). Takoder nije tesko vidjeti i da je zbroj kutova bilo kojeg trokuta na sferi veéi od dva prava i
da je tim bliZe iznosu od 180° §to je trokut manjih dimenzija (v. sliku).

Hiperbolicku geometriju neSto je teZe predoCiti, no razradeni su modeli predstavljanja neeuklidskih
geometrija kao Sto su Poincareov poluravanski model ili model "mreZe sfera", u kojima veéina tvrdnji o ovim
geometrijama postaje ocigledna.

U ovoj je pri¢i vazno istadi kako otkri¢e neeuklidske geometrije nije predstavljalo samo vrlo znacajan
napredak u geometriji, ve¢ je omogudilo i jedno novo, dublje videnje matematike same i njezinih logickih
osnova, a u XX je stoljecu predstavljalo osnovu za razvoj suvremenih fizikalnih teorija, osobito opée teorije
relativnosti.

(Slika je uzeta iz Wikipedije)

Za razliku od "klasi¢ne fizike" koja kao mjesto svoga dogadanja, pretpostavlja od sebe same nezavisan,
euklidski svijet, u opcoj teoriji relativnosti svijet je predstavljen Cetverodimenzionalnim geometrijskim
objektom koji se naziva Riemannova mnogostrukost (koji uz tri prostorne dimenzije ukljucuje i dimenziju
vremena), a fizika i geometrija toga svijeta povezane su posredstvom dinamicke jednadzbe (Einsteinova
jednadzba). Prema ovoj teoriji, prostor u kojemu Zivimo nije euklidski tj. "ravan”, barem ne lokalno, u blizini
masivnih objekata, nego je u tim podrucjima "zakrivljen" (napomenimo da je za razliku od zakrivljenosti
dvodimenzionalne plohe, zakrivljenost trodimenzionalnog tijela tj. "prostora” mnogo teze predociti jer nam
nedostaje iskustvo Cetvrte prostorne dimenzije u ¢ijem se smjeru tijelo "savija"). Ova teorija Cak predvida
postojanje objekata koji mogu toliko "zakriviti" prostor da predstavljaju "ponore" za pravce, odnosno
svjetlosne zrake koji im prolaze preblizu - ovakvi se objekti nazivaju "crnim jamama". Iako postoje uvjerljivi
eksperimentalni dokazi za njihovo postojanje, Cini se da pitanje postojanja crnih jama, a pogotovo njihove
prirode jo$ uvijek nije definitivno rijeSeno. Takoder nije rijeSeno niti pitanje "globalne geometrije" naSeg
svijeta, koje je povezano s nekim problemima fizike mikrosvijeta (recimo problemom "tamne materije").

Premda pojam neeuklidskih geometrija danas ima uglavnom samo povijesno znacenje, jer se ove geometrije
proucavaju kao specijalni slu¢ajevi puno opcenitijih matematickih teorija, pri¢a o neeuklidskoj geometriji i
dalje je znaCajna. Ona svjedoci o upornosti matematicara koji su viSe od dvije tisuée godina rjeSavali jedan
problem, da bi na kraju dosli do epohalnih spoznaja o prirodi svijeta u kojemu zivimo. U njihovu Cast, na
kraju ovoga teksta spomenut ¢emo imena onih najzasluZnijih za ovu veliku pobjedu ljudskog duha: Euklid iz
Aleksandrije (oko 330. pr. n. e. - oko 275. pr. n. e.), Arhimed iz Sirakuze (287. pr. n. e. - 212. pr. n. e.),
Apolonije iz Perga (262. pr. n. e. - 190. pr. n. e.), Nasir al-Dinn al-Tusi (1201-1274), Levi ben Gershon
(1288-1344), Giovanni Gerolamo Sacchieri (1667-1733), Adrien Marie Legendre (1752-1833), Karl Friedrich
Gauss (1777-1855), Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1794-1856), Janos Bolyaji (1802-1860), Bernhard
Riemmann (1826-1866), Arthur Cayley (1821-1895), Eugenio Beltrami (1835-1900), Felix Klein



(1849-1925), Jules Henri Poincare (1854-1912), Albert Einstein (1879-1955).

Literatura:

A. L. Fetisov - O euklidskoj i neeuklidskim geometrijama

A. S. Mischenko - A. T. Fomenko - A course of differential geometry and topology
G. E. Tauber - Einsteinova op¢a teorija relativnosti

Wikipedia

Zagreb, rujan 2009.



